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Resumen
En el desarrollo intuitivo de la teor´ıa de conjuntos es usual partir de nociones como la
de conjunto y la de pertenencia, para con ellas establecer relaciones entre conjuntos
y colecciones, como la contenencia y la igualdad, construyendo con e´stas nuevos
conjuntos como el de partes y el producto cartesiano.
Pretendemos en este escrito presentar un desarrollo ana´logo al de las relaciones entre
conjuntos, nombradas anteriormente, utilizando la estructura de sus definiciones
pero cambiando los conectores; por ejemplo, retomando la definicio´n de contenencia,
y reemplazando el conector ∧ por alguno de los otros 15, de lo´gica bivalente.
Con ello deseamos presentar una visio´n alternativa acerca de la teor´ıa de conjuntos,
abriendo nuevas posibilidades de estudio de la misma, generando inquietudes sobre
los conceptos usuales de relacio´n, funcio´n, etc., que surgen de los resultados que se
pueden obtener a partir de un ana´lisis reflexivo sobre el desarrollo que presentamos.
Introduccio´n
Alrededor de cualquier teor´ıa matema´tica, se ha visto la necesidad de construir un lenguaje
que permita expresar sin ambigu¨edades, todos los conceptos, definiciones, teoremas, rela-
ciones y en si hechos de la teor´ıa; sin embargo, esto conlleva una debilidad estructural, por
la razo´n de que no todos los conceptos usados pueden definirse. Supongamos, por ejemplo,
que definimos el te´rmino Conjunto: “Un conjunto es una coleccio´n bien definida de obje-
tos”. Es necesario preguntarse de inmediato el significado de coleccio´n. Quiza´ definamos
entonces: “Una coleccio´n es un agregado de cosas”. ¿Y que es un agregado? Ahora, como
nuestro lenguaje es finito, despue´s de algu´n tiempo se nos acabaran las palabras nuevas y
tendremos que repetir algunas de las ya cuestionadas. Entonces, la definicio´n es circular
y, obviamente, carece de sentido.
Si deseamos comenzar un estudio pretendiendo suponer lo menos posible y tratando de
fijar los significados de cada una de las palabras que usamos, una opcio´n bastante corriente
es iniciar con la palabra conjunto, vie´ndola como una nocio´n primitiva que no discutimos,
y pertenece, como la nocio´n que permite establecer si dado un elemento (que notaremos
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con letras minu´sculas) y un conjunto (que notaremos con letras mayu´sculas), el elemento
pertenece (que notamos con el s´ımbolo ) o no al conjunto, en s´ımbolos:
x ∈ A o x /∈ A
Ahora, si A es un conjunto y x es un objeto, decimos que A esta bien definido si podemos
afirmar que x pertenece o no al conjunto.
Adema´s de las definiciones intuitivas de conjunto y pertenencia, tomaremos como base la
axioma´tica de la teor´ıa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel1, y particularmente la existencia
del conjunto vacio´ (notado ∅) y de conjuntos referenciales o universales (notados X)
A continuacio´n presentaremos en primera instancia, las relaciones de contenencia y de
igualdad, y a partir de ellas algunas como las de conjuncio´n y disyuncio´n, entre otras.
1. Relaciones entre conjuntos y partes de A
1.1. Contenencia de conjuntos y partes de A
Sea X el conjunto de referencia. Un conjunto A es subconjunto de otro conjunto B si y
so´lo si todo elemento de A es elemento de B y se nota A ⊂ B. En s´ımbolos se tiene
(A ⊂ B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A → x ∈ B))
Por ejemplo, si tomamos el conjunto de los nu´meros naturales, encontramos que los
nu´meros pares forman un subconjunto de N, los mu´ltiplos de 17 forma otro subconjunto
de N.
Al trabajar con conjuntos y con las relaciones y operaciones entre ellos, es u´til disponer
de un sistema de representacio´n gra´fica que permita visualizar lo que ocurre e interpretar
con diagramas las deducciones lo´gicas correspondientes.
El procedimiento usual2 consiste en dibujar recta´ngulos, c´ırculos u otras figuras geome´tri-
cas, segu´n un procedimiento que se conoce como “diagramas de Venn”, o “diagramas
de Venn - Euler3”. Particularmente la figura 1correspondiente a la contenencia A ⊂ B,
es: La contenencia, y por tanto la definicio´n de subconjunto, permite construir un nuevo
conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de un conjunto dado. Al conjunto de todos
los subconjuntos de un conjunto A se le llama el conjunto4 de partes de A y se nota ℘(A),
en s´ımbolos
℘(A) = {B : B ⊂ A}
1ZEHNA P., JOHNSON R., Elements of set theory. Allyn and Bacon, Inc. Estados Unidos, 1975.
2Otro me´todo distinto al de Venn Euler, se conocen como gra´ficos existenciales Alfa, Beta y Gama
de Peirce (1839-1914), los cuales proporcionan un enfoque novedoso para presentar y controlar el ca´lculo
preposicional cla´sico, y por ende pueden aplicarse para el calculo de predicados. (Zalamea F., Lo´gica
topolo´gica: Una introduccio´n a los gra´ficos existenciales de Peirce. XIV Coloquio Distrital de Matema´ticas
y Estad´ıstica. 1997)
3En honor del matema´tico y lo´gico ingle´s John Venn (1834-1882), quien perfecciono´ la idea original
del matema´tico suizo Leonardo Euler (1707-1783).
4La existencia del conjunto de partes de un conjunto, esta justificado por el axioma del conjunto
potencia dentro de la axiomatizacio´n de la teor´ıa de conjuntos propuesta por E. Zermelo (1908), la cual
tomaremos como referencia y estudiaremos posteriormente.
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Figura 1: Diagrama de Venn para la contenencia A ⊂ B
Figura 2: Diagrama de Hesse para ℘(A)
Ejemplo:
Formemos el conjunto de partes del conjunto A = {a, b, c}, con X = {a, b, c, d, e}
Como con cada elemento podemos formar un subconjunto de un elemento y con cada dos
elementos podemos formar un subconjunto con dos elementos, y adema´s tanto el conjunto
∅ como el conjunto A son subconjuntos de A, entonces el conjunto partes de A, esta dado
por:
℘(A) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}
Representando gra´ficamente el conjunto de subconjuntos de un conjunto dado, por medio
de los diagramas de Hasse(Figura 2)5 (o tambie´n llamados lattices), tenemos En donde
se observa que la contenencia define una relacio´n de orden parcial en ℘(A).
Con base en lo anterior, tambie´n, se observan conjuntos con los mismos elementos, luego
se da lugar a la definicio´n de igualdad entre conjuntos.
1.2. Igualdad de conjuntos y conjunto de partes de ℘(A)
Dados los conjuntos A y B, en X, se define la igualdad entre conjuntos a partir del
conector ↔, a saber
(A = B) si y so´lo si ((∀x ∈ X)(x ∈ A ↔ x ∈ B))
5WOLF, R., Proof, logic and conjecture. The mathematician’s toolbox. W. H. Freman and Company,
New Cork, 1997.
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Figura 3: Diagrama de Venn para la igualdad A = B
de tal definicio´n se infiere que la relacio´n de igualdad puede expresarse a partir de la
contenencia:
(A = B) si y so´lo si (A ⊂ B y tambie´n B ⊂ A)
En la figura 3 se muestre el diagrama de Venn que representa estal relacio´n de igualdad.
Es costumbre hablar so´lo del conjunto de partes que se genera a partir de la definicio´n de
contenencia, buscando los subconjuntos de un conjunto dado, sin embargo ¿Por que´ no
hablar del conjunto de conjuntos iguales a uno dado?
Aunque resulta trivial buscar los conjuntos en X que son iguales a uno dado A, puesto
que el u´nico conjunto igual a A es A, es interesante hacer el ejercicio, adema´s de que
permite construir un nuevo conjunto. Al conjunto de partes de A por doble implicacio´n,
lo notaremos ℘↔(A).
Es de observar que la igualdad entre conjuntos es una relacio´n de equivalencia en ℘↔(A).
Al ser usual el estudio de las relaciones de contenencia e igualdad, se dejan como trans-
parentes los significados de cada una de ellas, por lo que no hacemos un ana´lisis minucioso
acerca de la estructura de las definiciones de estas relaciones; sin embargo, estas son so´lo
un caso particular de una situacio´n general : Una expresio´n de la forma
((∀x ∈ X)(x ∈ A c©x ∈ B))
donde c© es un conector lo´gico cualquiera6.
Es de notar que para el caso de la contenencia, el conector empleado es la implicacio´n
(→), y para la igualdad es la doble implicacio´n (↔), pero ¿Que´ significado tendr´ıa la
expresio´n anterior si utilizamos los conectores ∧ y ∨?
1.3. Conjuncio´n de conjuntos y partes de A
Sean A y B elementos del conjunto de referencia X, definamos la conjuncio´n universal a
partir de ∧, como:
(A ⊂∧ B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A ∧ x ∈ B))
6Aunque es posible utilizar cualquier conector lo´gico, nos limitaremos a trabajar los definidos en lo´gica
bivalente.
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Figura 4: Diagrama de Venn para la conjuncio´n universal
Figura 5: Diagrama de Venn para dos conjuntos que no esta´n en conjuncio´n universal
Hemos utilizado el s´ımbolo ⊂∧ en vez de ⊂, con el motivo de hacer alusio´n a que se ha
usado el conector ∧ en lugar7 de →.
De esta definicio´n, podemos interpretar que si A ⊂∧ B entonces todo elemento de A debe
ser tambie´n elemento de B y todo elemento de B debe ser tambie´n elemento de A, luego
A = B (con la definicio´n de igualdad usual), adema´s, en A tienen que estar todos los
elementos del universo, ¿por que´?.
La figura 4 muestra la representacio´n en diagramas de Venn de la conjuncio´n universal
entre conjuntos. Un ejemplo del diagrama de Venn para dos conjuntos que no esta´n
en conjuncio´n universal (A y B) es el mostrado en la figura 5 De manera similar a lo
realizado con la contenencia y la igualdad, tambie´n para la conjuncio´n es posible construir
el conjunto de todos los conjuntos que esta´n en conjuncio´n con A, al cual llamaremos
conjunto de partes por conjuncio´n, que notamos ℘∧(A).
Ejemplo:
Si retomamos el conjunto A = {a, b, c}, con X = {a, b, c, d, e}, por la definicio´n de con-
juncio´n universal, tenemos que
℘∧(A) = ∅
Sin embargo
℘∧(X) = {X}
1.4. Disyuncio´n de conjuntos y partes de A
Ahora utilicemos el conector lo´gico ∨, y definamos la disyuncio´n universal como:
(A ⊂∨ B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A ∨ x ∈ B))
7El sub´ındice no se colocara cuando el conector sea →
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Figura 6: Diagrama de Venn para la conjuncio´n universal entre A y B
Figura 7: A y B no esta´n en conjuncio´n universal
Para determinar bajo que´ condiciones un conjunto A esta en disyuncio´n universal con
otro B, es mejor si observamos cua´ndo tal expresio´n no es cierta, es decir:
A ⊂∨ B ↔¬((∀x ∈ X)(x ∈ A ∨ x ∈ B))
↔(¬(∀x ∈ X)¬(x ∈ A ∨ x ∈ B))
↔((∃x ∈ X)(x /∈ A ∧ x /∈ B))
De donde un conjunto A esta en disyuncio´n universal con otro B, si todos los elementos
del universo esta´n en A o en B, es decir en su unio´n.
Un hecho interesante que surge de tal definicio´n, es que el conjunto universal esta en
disyuncio´n universal con todo conjunto en e´l, pero el conjunto vac´ıo no.
La representacio´n en diagramas de Venn para la conjuncio´n universal entre los conjuntos
A y B se muestra en la figura 6 Un ejemplo del diagrama de Venn para dos conjuntos (A
y B) que no esta´n en conjuncio´n universal es como en la figura 7 El conjunto partes de A
por disyuncio´n universal, es decir el conjunto de conjuntos que esta´n en disyuncio´n con
A, lo notamos ℘ ∨ (A).
Ejemplo:
Sea X = {a, b, c, d, e} el conjunto universal, determinemos el conjunto de partes por
disyuncio´n del conjunto vac´ıo:
Atendiendo a la definicio´n de disyuncio´n universal, sabemos que el u´nico conjunto que
esta en disyuncio´n con ∅ es X, luego
℘∨(∅) = {X}
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De manera similar, para A = {a, b, c}, ℘∨(A) es el conjunto
{X, {d, e}, {a, d, e}, {b, d, e}, {c, d, e}, {a, b, d, e},{a, c, d, e}, {b, c, d, e}}
Es de notar que en ℘∨(A) aparece el mismo nu´mero de elementos que en el conjunto de
partes usual. ¿Co´mo se sabe el nu´mero de elementos del conjunto de partes por disyuncio´n,
para un conjunto dado?
De la definicio´n de disyuncio´n universal se tiene que
℘∨(X) = ℘(X)
Ahora, ¿la conjuncio´n y la disyuncio´n universal entre conjuntos definen relaciones de
orden o de equivalencia?
1.5. Otras relaciones
Hasta el momento hemos utilizado 4 de los 16 conectores definidos en lo´gica bivalente,
para establecer relaciones entre conjuntos, como la relacio´n de contenencia (conector 13)
igualdad (conector 9), conjuncio´n (conector 1) y disyuncio´n (conector 7), y a partir de ellas
construimos conjuntos de partes; enseguida presentaremos algunas relaciones que utilizan
los restantes conectores, y dejamos la construccio´n del conjunto de partes al lector.
1.5.1. Con el conector 2
Utilizando el conector lo´gico 2 es decir8:
c©2 0 1
0 0 0
1 1 0
definimos la relacio´n c©2 universal como:
(A ⊂ c©2 B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A c©2x ∈ B))
Para determinar bajo que´ condiciones un conjunto A esta en c©2 universal con otro B,
utilizamos la tabla de verdad del conector lo´gico, de tal forma que los elementos 0 y 1 del
encabezado vertical representen a los elementos a /∈ A y a ∈ A respectivamente, mientras
que los elementos 0 y 1 del encabezado horizontal representen a los elementos b /∈ B y
b ∈ B respectivamente(Ve´ase figura 8). De ella podemos observar que un conjunto A esta
en c©2 universal con otro B, cuando todo elemento de X esta en A pero no en B, es decir
cuando A = X y B = ∅ (figura 9.
1.5.2. Con el conector 3
Definimos la relacio´n c©3 universal como:
(A ⊂ c©3 B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A c©3x ∈ B))
Cuya representacio´n grafica es la mostrada en la figura 10
8El nu´mero de la operacio´n corresponde en la tabla a un nu´mero de 4 cifras escrito en base 2, dispuestas
en la forma matricial a00, a01, a10 y a11.
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Figura 8: La relacio´n c©2
Figura 9: A esta en c©2 universal con otro B...
Es de observar que A c©3B cuando A = X y B ⊂ A.
1.5.3. Con el conector 6 o 
Definimos la relacio´n  universal como:
(A ⊂ B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A  x ∈ B))
Cuya representacio´n grafica es como en la figura 11: Es de notar que A ⊂ B cuando
A ∪B = X y A ∩ B = ∅
1.5.4. Con el conector 11
Definimos la relacio´n c©11 universal como:
(A ⊂ c©11 B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A c©11x ∈ B))
Cuya representacio´n grafica es como en la figura ??. De la definicio´n, A ⊂ c©11 B cuando
B −A = ∅, es decir B ⊂ A.
Figura 10: La relacio´n c©3 universal
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Figura 11: La relacio´n  universal
Figura 12: La relacio´n c©11 universal
1.5.5. Con el conector 14
Definimos la relacio´n c©14 universal como:
(A ⊂ c©
11
B)↔ ((∀x ∈ X)(x ∈ A c©11x ∈ B))
Cuya representacio´n grafica es la dada en la figura 13. Es de notar que A ⊂ c©14 B cuando
A ∩B = ∅.
1.6. Operaciones en ℘ c©(A)
Usualmente cuando se habla de operaciones entre conjuntos, se hace alusio´n a la unio´n
definida a partir del conector ∨, la interseccio´n a partir de ∧, la diferencia a partir de la
negacio´n de la implicacio´n y la diferencia sime´trica a partir del ; sin embargo, como ya se
dijo, hay otros 12 conectores que nos permiten definir nuevas operaciones entre conjuntos
de ℘(A), pero ¿algunas de ellas se podra´n definir en ℘ c©(A)?
Tal pregunta implica un estudio que desborda el escrito, pero es un buen ejercicio para el
lector.
Figura 13: La relacio´n c©14 universal
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2. Productos Cartesianos
Diremos que dados dos elementos a y b de un universo X, se forma una pareja ordenada9
(a, b), con a el primer elemento y b el segundo elemento, si
(a, b) = {{a}, {a, b}}
Es de observar que (a, b) no es igual a la pareja (b, a), a menos de que a = b.
Teniendo la nocio´n de parejas ordenadas, definimos el conjunto X ×X como
X ×X = {(a, b) : a, b ∈ X}
es decir, el conjunto de todas las parejas ordenadas del universo X, llamado el producto
cartesiano X ×X.
Por ejemplo, si X = {a, b, c}, el producto cartesiano X ×X, esta dado por
{(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)}
Obse´rvese que X × X no es un subconjunto de X, pero si lo es del conjunto ℘(℘(X)),
puesto que para cualesquiera a, b ∈ X.
(a, b) = {{a}, {a, b}}
y
{{a}, {a, b}} ∈ ℘(℘(X))
Ahora, teniendo como base la definicio´n de producto cartesiano, si tomamos dos subcon-
juntos cualesquiera A,B de X, entonces definimos el producto cartesiano de A con B,
notado A× B, como
A× B = {{(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}}
De manera similar a la metodolog´ıa empleada hasta el momento, partiremos de que la
definicio´n de producto cartesiano es so´lo un caso particular de una situacio´n general, es
decir una expresio´n de la forma
A× c©B = {{(a, b) : a ∈ A c©b ∈ B}}
donde c© es un conector lo´gico cualquiera10. Para el caso del producto cartesiano usual,
el conector empleado es ∧, y corresponde al producto cartesiano por conjuncio´n.
2.1. Producto por disyuncio´n
Definamos un nuevo producto cartesiano a partir del conector lo´gico ∨ como
A×∨ B = {{(a, b) : a ∈ A ∨ b ∈ B}}
9MUN˜OS J., Introduccio´n a la teor´ıa de conjuntos. Universidad Nacional, Bogota´ 1983.
10Aunque es posible utilizar cualquier conector lo´gico, nos limitaremos a trabajar los definidos en lo´gica
bivalente.
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Figura 14: El producto cartesiano
Figura 15: La tabla de verdad de c©2
Como ejemplo tomemos los conjuntos X = {a, b, c, 1, 2, 3}, A = {a} y B = {1, 2}, y
veamos que´ es A×∨ B:
Por un lado esta´n todas las parejas ordenadas (a, b) donde a ∈ A y b ∈ B, es decir (a, 1)
y (a, 2); tambie´n esta´n las parejas (a, b) donde a ∈ A y b ∈ B, es decir (a, a), (a, b), (a, c)
y (a, 3); adema´s esta´n las parejas (a, b) donde a /∈ A y b ∈ B, es decir (b, 1), (b, 2), (c, 1),
(c, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1) y (3, 2), finalmente se tiene que A×∨ B es
{(a, 1), (a, 2), (a, a), (a, b), (a, c), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2), (1, 1),
(1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)}
No´tese que A ×∨ B es totalmente diferente de A × B. Tales productos cartesianos se
pueden representar gra´ficamente usando un plano cartesiano, de la siguiente manera:
El primer paso es representar gra´ficamente el plano cartesianoX×X, con el conjunto
A, por ejemplo, en el eje horizontal y con el conjunto B en el eje vertical(Figura
14):
A continuacio´n utilizamos la tabla de verdad del conector lo´gico, interpreta´ndola
como se expuso anteriormente (Figura 15):
Ahora, observando la tabla y teniendo en cuenta que a ∈ A ∧ b ∈ B, es verdadera
para cualesquiera elementos a, b de X, siempre que tanto a ∈ A como b ∈ B,
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Figura 16: El producto cartesiano A× c©2 B
Figura 17: El producto cartesiano A×∨ B
entonces sombreamos la zona del diagrama para la cual se cumple tal condicio´n, en
este caso obtenemos:
De igual forma, para el conector logico ∨, tenemos que el producto cartesiano A ×∨ B
esta representado por (zona sombreada): Observando estas dos u´ltimas representaciones,
vemos que los productos cartesianos cambian notablemente; puesto que aparte de los
conectores lo´gicos ya usados, los ma´s usuales son la implicacio´n y la doble implicacio´n,
veamos sus respectivas representaciones graficas y dejemos como tarea para el lector los
dema´s:
2.2. Producto por implicacio´n
Para el conector lo´gico → el producto cartesiano A×→ B esta dado por la figura 18
2.3. Producto por doble implicacio´n
Para el conector lo´gico ↔ el producto cartesiano A×↔ B esta dado por la figura 19
3. Relaciones
Los diferentes productos cartesianos que se pueden formar a partir de dos conjuntos,
as´ı como todas las posibles combinaciones de e´stos, por medio de operaciones como la
unio´n, la interseccio´n y la diferencia, entre otros, presentan caminos para construir nuevos
conjuntos; sin embargo, no se han presentado maneras para relacionar elementos con
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Figura 18: El producto cartesiano por implicacio´n
Figura 19: El producto cartesiano por doble implicacio´n
elementos que conformen nuevos conjuntos (de parejas), llamados usualmente relaciones.
Por ejemplo la contenencia genera una relacio´n dada por un conjunto de parejas ordenadas,
en donde la primera componente es subconjunto de la segunda.
De manera formal, diremos que una relacio´n R de un conjunto A en un conjunto B, es un
subconjunto de A×B, esto es, un elemento del conjunto de partes ℘(A×B); la coleccio´n
de todas las relaciones de A en B es precisamente ℘(A×B). Dicho de otra forma, si S es
un subconjunto del producto cartesiano A × B de dos conjuntos A y B, decimos que S
es una relacio´n de A en B. Cuando A = B, decimos que S es una relacio´n en A.
Hasta el momento, hemos trabajado de manera particular un tipo de relacio´n binaria,
pues dado un universo X, definimos una relacio´n R como un subconjunto de un producto
cartesiano, es decir
R ⊂ A× B
Observemos que en esta definicio´n, esta´n inmersos dos componentes fundamentales, uno
dado por la definicio´n de contenencia y el otro dado por la definicio´n de producto carte-
siano; sin embargo, ya sabemos que estas definiciones no son u´nicas, pero si las usuales,
luego es natural que pensemos en definir y ver el comportamiento de otras relaciones,
definidas a partir de otras contenencias y otros productos cartesianos, ejercicio que, como
es usual en este escrito, queda para el lector.
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